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• - 1 -
Oplossing van een integraalvergelijkiQ.g met singuliere kern .• 
Samenvatting. 
• 
Een samengesteld randwaarde-probleem met rand- en aansluitings-
voorwaarden, wordt herleid tot een lineaire integraalvergelijking 
met een singuliere kern van het Cauchy-type. Deze integraalvergelij ~ 
king wordt teruggebracht tot een gewone integraalve~gelijking, well-:~:; 
na. een transformatie een convolutie-kern blijkt te hebb~n en met b0 
hulp van een Lap lace -trans forma tie oplosba-.~r is. 
Belangrijk is dat de integraalvergel;ljking behalve een onbekeri.d .. 
• 
' 
functie, oak nog een onbekende additieve constante bevat; deze mrJ~~ 
zo bepaald warden, dat de integ_raalvergelijking, aan de oplossing 
waarvan zekere bijvoorwaarden gesteld wordeni een oplossing toelaat~ 
De oplossing van het randwaarde-probleem wordt gegeven en tot 
slot worden enige specj_ale waarden van de optredende parameters ber• 
sproken. 
Dit rapport heeft slechts tot doel de gevonden oplossing van ee1 .. 
betrekkelijk gecompliceerd vraagstuk vast te leggen, doch-kan daar-
naast mogelijk dienen om een indruk te geven.van de methodiek die 
in de theorie en de practi,jk van de singuliere integraalvergelijkl ... ; 
met Cauchy-kern en verwante problemen gebruikt wordt. 
1. Formulering van het randwaarde-probleem en opstelling van de 
integraalvergelijking. 
In een onderzoek betreffende het gedrag van een zee onder invlO(i: 
van windkrachten vgl. de rapporten (1] en \2] werd een type rar1<~ 






z ie fig O 1 a 
Het probleem bestaat nu 
in de bepa_ling van complexe 
functies 
• 
fig t 1 • 
die resp. 
aan de volgende voorwaarden voldoen: 
- 2 -
.1 k z 
in Gk+ 
1, 2 is analytisch en eenwaardi·g in 
2°. langs 
+ 
k 1, 2 geld t 
3°. voor \ z \ >> 1 geld t 
1 z 
4°. langs geldt 
1 1 






getallen zijn • 
1 • 1 
1 • 2 
• 
1 LI e I 
0 ~, ;'I 1 • Langs de rand inclusief het one ina l,~; 
verre ________ 1.1 , resp. 
1 o2 , langs de scheidingslijn 
sluitingsvoorwaarden gegeven. Men kan bewijzen zie (2] , dat l1E::t 
' 
gestelde probleem hoogstens een oplossing toelaat. 
2. Ten opzichte van de in bovengenoemd onderzoek optredende proble-
men is het hier geformuleerde probleem speciaal,in zoverre dat 
anders kan zijn en dat in plaats 
van de termen J: in 1 .4 ~meer algemene functies kunnen optredeno 
Een dieperzaande generalisatie krijgen we natuurlijK, wanneer 
we in plaats van 1 .3 en 1 .4 twee willekeurige lineaire rela-
ties met eventueel niet-constante 
geven .. 
3. Het is natuurlijk oak rnogelijk, het gestelde probleem als een 
probleem voor 
wew k 
reele harmonische functies te formuleren. Stell(:;r·1 
k -- 1, 2 , dan kunnen we voor 1 . 4 schrijven: 
0 W1 
c5'" , , • n + X + X , 
"2) 
waarin 
·- =:5 x , 0 an ay de differentiatie in tangentiele, 
vJat 
e t1. l -.. , . ) duidelijk. 
We zullen het hierboven geformuleerde probleem nu herleiden tot 
" 
een integraalvergelijking. Deze herleiding gaat het eenvoudigste 
met behulp van een t11veetaJ formules van Plemelj, die ook in het 
volgende een essentiele rol zullen soelen.· 
• 
' 
- 3 - • 
' 
Zij r een continu diff1erentieerbare kromme zonder dubbelpunten 
in het z-vlak. Zij cp z een 01) r gedef\jnicerde r(:~~~.l(; oi~ co- !oxe 
functie die daar aan cle volgende Holder-vo~':'t-\1Uarcte voldoet: 
er zijn positieve f;etallen A en~ zodanig dat voor iede-r tweetal 
geldt 
De functie ft z 2 7T i 1~ - , 
'-' 
1 t dt ' 
r 
is dan analytisch en eenwaardig in het gehele vlakj behalve 
en nadert behalve in de eindpunten van r, wanneer daar 
langs een weg die met r geen p1inten gemeen heeft. 
' 




Noemen we de+ zijde - zijde van r die zijde die links rechts 
van r ligt als r in de integratierichting doorlopen wordt, dan 
geldt bij nac1cring aan de + zijde van r tot (=en punt r dat 
geen eindpunt is 
lim 





en bij nadering aan de - zijde 
-· lim 




In deze formules van Plemelj mo2t de 
hoofdwaarde 









dt. 1 • 7 
r 
0 
integraal opgevat warden als 
welke bestaat 
omdat t aan de Holder voorwaarde voldoet . 
Een andc~re schrijfwijze voor de bovenstaancie formules 1s 
+ ... - 1 I a a 
,r 1. 
-
1 • 9 
0 
r 
Opmo Als- t = 0 in een eindpunt van r, dan gelden de 
ook nog in dat punt de integraal bestaat dan, dank zij 
formules 
., de Holder-
in de gewone oneigenlijke • Zln • 
Voor 11itvoerige behandeling en bewijzen van het bovenstaande, 
verwijzen we naar Muskhelish,rili 3 
·We keren nu terug tot ons probleem. Indien 
' 
imaginaire constante na bepaald door de eisen 
langs 
2 z op een 




en neem aan ,at f x 
en nul 1s in x :.« + 
aansluitingen van 






( ,: <~) (21 a t f{E: it 1 £2 n f'te 
I 
('3' n r .~ r) ~ r~e S p • r I"\ 
IL' .c:: 
, . ..;i ;:l Y'> r"'l ;:::::. 1~·, 'l' n (: t=, ·•1. r::, f'4 







- 1 , 
1~ t . 
, -7 
; d_,J 
waarin c een onbepaaldt~ refle Co n C ta, nt(:;j; ~ ,. ,l V . . '-·-'' 
C 4 ,. ,r·-. 
, i l' j • • , 
Immers: 
1 ., 11 
0 2 co11tinu zijn bij cte 
en r 12 • 
, l 1 ·1 ,.l• .,.I 
is ) vol 1:ioen aan de e isen 













1 -t ~:. · 1 - tz - i 
2. t-cos lp 
---: -
'-
want , - 11'(•~1 l .. 
·.··t'' ··"-I 1-t:a Cf> 1-te 'P 
, 
,•~t'S ree" e 1 3 \_,t11, , , , • 
, · De f'ormule 1 .13 is 





waar in w t .. de 1"'1ur1c tie w .... 2z 
- ' " '"",. " ' '~ 
·1 +z 
bee ldt op het halve vlak Im w > O .. 








.ft dt + iC, 
is, welke het gebied 
• 
. 1-zt 
1"' t . 
t-z 
1 
" 1 :1 i: "i 44> " ' 









, - I . 
··· O{z · , due ook aan 1 .2 is 
voldaan. - ·1 
Door c.i 1 rec te i:;,:! r1e ra :t 1 s Ei t 1r~: 
~'~"" 
f~o1~rnul.es van Pleme lj volgt ui t 




,,, ·1 "'% 
¢ ""'l q • ✓ 
"\ 
= 1\ 1 
- . 
2 x, dan is aan 
1 z , 
1 . 10 
"1 





var1 r 12 
ct·t + 1x, 
2 1 - 2 t!""-"x_·+ }(-,.. · _....., 
-x 
-1 
reso •. ~ z lanss 
.. .c 
,f . 
en t1.11 voldaan. 
{J 1 t, 
1 • ·1 2 
1 • 1 0 
en 
en ; 1 • 11 
aan <ie 
volgt dat de functies 
overganGsvoorwaarde 
·p,31 lrig ,, a.n f x 
blijkt dat langs 
Irn 














. 2 1-2tx+x 
-x 
/\ 1 1~ -1- 2 l,, dx -
-·, -x ) 
-1 
f t dt + 1 c. 
en. 2 z 
voldoen. Ter 
' ' f .. ~ ) 
, ·•1 • ~, ? I 
uit 
1 • 14 en 1 • 15 
X f t 1 ~t:x dt + C • 








Uit deze integraalvergelijking moeten nu 
bepaalcj \'1ordt:'.!1 onder' de b ij Vt)Or\\iaarde <.iat f 




· "t • 1 8 
f x en de constante c 
x = O is voor x ~ + 1 
wJ , .: 
De verge11~1k1ng • 1. 18 · is een singuliere integraal-vergelijking 
2 met kerr1 van het Cauchy-type • Dt~ze integ·r"'aalvergelijkil"!gen zijn 
uitvoerig beha.ndeld door Muskhelish,1ili ( 3 • We zullen i1e verge11:1-
king 1 .18 op de door hem aangege\l"'en wijze reduceren tot een ge-
!!2!!~ ... ,.!!}~~gr~~lver,r lij ing., v1elke 111 gesloten vorm oplosbaar blijkt. 
2 . ~L"'"" \r' 1~ rr'\ 
-~ n~ .: ... ~ 




• . x·, 
. .. .,i' 
dus singulier voor 
2. Reduct ie van tie sin ,,.ti l iE~ 1~e 1nte~raalvergel1Jk1ng 1.18. 





f'' 1 • 1 o 
a, 
s 1r1 1T "3 • F 
= -C<)S 1T d • 
2 
- ,l ( Q ( 
,· 
'"·~·· 




X - COS lf' ¥ • o T 
~1 
i 








We beschouwen nu eerst de bij "~) 1 ' ,. "-. behorende ''dominerende ver-
2.1) i.s 1 
Sin Tr (j . F X - CC)S 1T Q • dt w:r G, X 2.2 
-1 
en :;:~oe 1cen hie rv an ee1·1 op lc)s s iner~ ci ie n\'"l 1 is voor x =~:- + 1 en aan de 
di 
Hc.)l<:ier-vc)orwaarde vc)l.doet. We nerr1\:n daarbij aar1 dat Gx, ook aar1 
•• 
(.:ti ,::)I "'H· ·_ C) 1 ,j, /{~,}, "II'" - \JO Q") l'"1 •1 a a I"l,C~ e V (~) ..,J (J O· r.:::. 4l,_ J "- . ;1,. .~ . ,,,__, J. .i.- VII , ,,i ~,, . ,.J. , , C: , men kan bewijzen dat als F x hieraan 
voldoet, ook het rechterlid van 2.1 r1ieraan voldoet · .• 
We kunnen de vraag naar de oplossing F x van 2.2. onder de ge-
ste)~cie tJ1,j'\i'O<)r,'1aa1~cten ctls volgt omzetten ir1 een f11nctie-theoretiscr1 
randwaarde-probleerr1. 






F t) d + 'v • 
is analyt,iscr1 er1 een",~aartiig in t1et gehele 
van riet deel van de reele as tussen -1 en 
aansl,_1it,ing r11et het vc)orgaande, 






.. 2 .3 
z-vlak, met 
+1 dat we 
... ,:} 4, 
-· 
'i 
fv1et beh11lp hiervar1 ku1"1nen we (2 .2 · schri\jven ala 




F x = 0 is voor x = + 1 
2.7 
<It,; Ii 
IrrJn<;?rS .~ als F' X) r11 .. ll 1s v,:>cil" X ~ + ~1 on voldoet aan de Holder-
voorwaartje, dan t;:;e lei t in eer1 orr1gev in6 van x = + 1 
'- A 1 + x , met ~ :> O. 
De 2 ?r,, . ./ bes taa t (~it.1s c)ok v oor· z ~,,~ 
?' ·tn· \ ·e=i. n· 1· «·" ,,'·l 1U s e ind·• 1,:;· 1◄n om·, (.::·,:.:::. kc .• t:::::a r·a"' '7: a ·1 ,:, a 1 ~1 g-:; . , J • ':) ~J. . . . , .... 1' ,.i.,;.. ; l ·"'-.. .._,_. "• v · ""- ..._,, ~ ,w \..,,...,,;I' 
z • + 1, hier F x == 0 zi,jn op grand vnn 2.4, 
+ 1 in oneigenlijke 
. z eindig is in 
daar de waarden var1 
· z op he t c, v e r i l; e i_:t e C;· 1 "' a r1 de re e 1 E:~ as • 
Tenslotte volgt uit 2.3 dat voor grate z 
.. 2.8 
We moeten d11s zoeken naar een functie 
ee11waardi1; is in het :3ehele z-vlak met 
z die a,nalytisch en 
vold()e t aan 
''"
1 8· n 11·1t u ~. " 
2.6, f"') 7 ~, r1 C. • ' t:! ,....) 8 t.:_ • • Met 
z direct de oplossing F x 
t11 tzonde ru1g van 
t)ehulp van 2 .4 
van 2.2 vinden. 
Vervangen we voorlopig de voorwaarden 2.7 en 2.8 door de 111in•-
der· scherpe eis dat tr1 c:le omgeving 'veil d:: punter1 + 1 en ,o hoo~:-
stens (Jr1eindi52: wordt van eindi~\e 12:raad. ~ ..._.,.->! ~ 
f{,2t "vrerscr1il <f z · van twee oplossir1gen van het zo gestelde r·ui1·r1d-
re probleem voldoet aan dezelfde voo1 .. t~aarden met het verschil dat 
2 .6 verv·angen n1oet \\Jorden d.001~ de bijbehorende homogene vergelij-





.. l + 0 
z+1 2 
- 2.9 
iA!aarin v·oor de loe,~ari t.l·1men cie r1oofdlogari thmen genornen moeten wo1"'-




as ···"e 1 d t ~:!)' • . 
+ X ) 1 . 
0 
..l+?; 
·· x+·1 .· 2 ·. · l. - 0 (ii,'> . 
··x-1 ·•·J. , 










. 1 _x. a - v 
. 1 ~~~t if) ln(x+1 + !- ~ • ln 1-x · - ,r 1 
I . 
-~ - ~ 
voor x <.. -1 
I 
+ X ..... e ~+ ~ 
0 




1 + y 




1-x 6 + .... Cf' . X . • 0 
Verd.er zal., als een andere functie tp z ook voldoet, 
z 
g> z • 1 
z jn die analytisch en eenwi1artjig is in het gehele vlak, 





e\renals in z ...... oo hoogstens one1nd1g van eindige orde Qlag worden, 
ge ldt: 
de meest algerner1e oplossing van het hier gestelde homogene pro-
bleem 1s 
I k 
Z • 1 z+1 () \ . 
waarin ken 1 willekeurige !3:ehele getallen zijn positief, negatief 
of nul en P z een polynoom is van willekeurige graad m, dat geen 
m 
nulpun ten heeft in z •-•·· + 1 • 
We zijn nu klaar als \Ive nog een particuliere oploasing van het ir1-
homogene probleem vinden. + 
Met de formule~ voor O x .· 
~+ ½- ~ d~ling door 1-x 
+ -X X 
-
-
t..p 0 X 0 X 
voor -1 l. x '- 1 volgt uit 
l r 1+x -2-
6 2. .· 
Volgens de 
terlid van 
formule ·1 .8 van Plemelj voldoet l1ie1 .. aan daar het 





welke functie klaarbl1jkel1jk ook aan de over1ge eisen voldoet. 
reor1-
voor"~aarden voor het ~·;edra!::; in l (' ,.:)! ,,,, ..,_ punten z • + 1 en is dus 
1 , 
-l- r 
·"·~ + l 
•. z+1 1 +t ~ 1-t -----1-Z G t dt-·t-
-1 
• 
+ ~ + ·1 '"'" . f'°"o/' wW \ t'.J# .-
We 1nc)e ter1 nu be z i 1,:~n, 1.r·i 1:"lOt:,,e r1re de ze (:>p loss ing aa.n restrict ie s 
\'10rdt onderwt:,rper1J wann(:,er we m,~~t~ ,:ic~ sct1er1tpere eisen 2. 7 en (2 .8 
rekening r1ot1der1. 
Volgena een stelling van 
integraal in (2.10 zich in 
l 
Musi{he 1 istiv111 
('-) e~ ~ .. J. 
f 3 J, 29 gedra.al~t 
z = + 1 als 
JT 0 ~ C 
+ '* 42f 
-
W n ar~1n. /'"'l $"])' b(·" i'!"rOYlO ''i u . . v L,. • 0 . \:;; J. o ,., + nul voor z = + 1. Aan de eis -
de 
2.7 
it:1 clus, aaar - ~. o < 1 ·ht . 1 :'ll , ' s (:~~ c ., s ,,iar1 vo aaan a ..LS ic en l n i. ~·-.... ·t I~ . 
,II:... 
ncJ ga tie f z 1,j n .. 
Vo: or ("f' r~o t e,. z CJ . "'' gedraagt de tweede tern1 van 2. 10 
en daar ken 1 ~ O moeten zijn, kan alleen aan 2.8 voldaar1 warden 
a ls deze term ve rl>d\•Ji 1jr1t, (~lus als P rn z :s;~ 0 is. De eerste term van 
2.10 gedraagt zich voor grote z ala 
1 




· '1 +t 
s le c hts i~ian aan 
1 +t --1- 6 2 ·1 -t 
-1 
1 
-~- ~ . . -1 tdt+Oz ., 
· ·2·- {1 
- . (_,, kunnen voldoen, als 
- 0. 
Concluderend kunnen we dus zeggen: cje gezochte functie 





Met behulp van de formules van Plemelj vinden we hieruit, dat op 
r~e ld t 1 ,,_ 
+ 
















_ . ..., 
. ,i'!,. 
i ·y1 
-:~- + ' 1 +x 2 A t-X 







Dit is rnits G x aan de voorwaarde 2. 11 
2 .12 
voldoet, de enige 
oplossing van de integraalvergelijking 2 f) .c, waarvoor F + 1 ,::i, 0 is. 
vie 1cerer1 nu terug tot de ir1tegraal\i1 er§;el•ijking 2 .1 . Het is 
duicielijk dat als F x · aan 2.1 voldoet, F x ook zal voldoen aar1 
de verselijking die u1t 2.12 ontstaat, wanneer we daarin voor 
G x hct rechterlic:l van 2 .1 sul)stitueren., mits tevena voldaan i3 
aan de vergelijkinJ die uit 2.11 ontstaat, wanneer daarin het 
rechterlid van 2.1 gesubstitueerd wordt. 
In t1e t a. lf~i::mE:~en za ]. c:·la t laa ts te na tuurl 1Jk n ie t he t geva 1 z 1 jr1. 
Doch het recl.terlid van 2.1 bevat nof~ de vr~1je constante c, en 
we zul len deze dus zo mo,2te1'1 bepalen, 1jat aan deze bijvoorwaarde 
voldaan is. 
We zuller1 echter een enigszins andere werkwijze volgen. We sub-
stitueren het rechterlid van 2.1 ir1 2.12. waarbij de cc,l1stante 
c blijkt: te vercitr,11jnen en va,n c1e dan •Jntstane vergel1Jkir1g bepalen 
we de oplossing F x~. Daarna berekenen we met deze functie F x de 
gezochte functies 1 z en ~ z uit ·1.12 en 1.13 en substi-
. c:, 
tueren het res11l taat in de met 2 .1 aequivalente vergelijking 
.1.4 , \~aaruit de waarde van c ·volc;t. Op deze lrlijze om:ie:1.len we 
tevens de vraar.;, of het a priori zeker is dat de gevonden F x ·, die 
oplossing is van de vergelijking die ontstaat door in 2.12 het 
rechterlid van 2.1 te substitueren,ook voldoet aan de vergelijking 
• 















1 1 +t 
· 2 12 levert in • 











Na verwisseling van de integratie-volgorde in de derde term var1 
het rechterlid hetgeen geoorloofd is., vgl. [ 3 ., 23 kunnen we rr1c:t 
behulp van de in de appendix te bewijzen resultaten 






__ 1_ - ~ 
-21+0 -21-0 1 
cos 1r 0 
1 +s 2 1-s 
---1-sx 
x 1+x 1-x 
- sin u o - -sx ---
... 
1 
1 +t - 1 - a 2 1-t -1+ a 
-x 
-1 
It I l .. 
' - ...... 
1 
cos ir 0 1 + sin 1+x 
1 
----- .... 2 








_1 + 0 
1 -x 2 c-x · A. 3 
-~ - ()' -t+ ~ 1 +s 1-s F s d c- -·-1-xs 1,:.) 
• 2 .13 
Van de integraalvergelijking 2.13 is de kern niet singulier, 
zodat de gewenste reductie bereikt is. 
We kunnen 2 .13 
l 
1+x 2 + 
nog vereenvoudigen door de substitutie 
~ l 
Voor H x krijgen we dan de volgende vergelijking, geldig voor 
• 









3 • Oplossin van de ver-~1~ 1·•K, ~nT 0 ~~ 
---------...:.:' -> ,,..,, .1.. \,1 .L · ·· '- • I ) • 
-
De integraalvergeli,jl<int;: · 2 .15 · bren;5en we in tJen meer hanteer-
bare vorm door de sul:)cJ ti t:t1t if,;! x == m tgh u, die levert 
,.., 1 
cos 1T J . 
_ .. 
of, na deling door ch y 
• 






Stellen we K y ' 
dan krijgen we voor Ky de 
Ky+ COS1T 
., K 1 ' 1 I u clu 3 f'.'.) -IPi I l'.IIH u,nr - cr1 .t:;;:.. • 1f C y-u y· 
Daar deze vergeli,jking van het c,Jrl\'Ol.ut,ie-ty"pe is en de gren;:::en 





<:le Laplace-getrar1sfort11eerde va11 K y • We kunnen a priori be~1i.jzen 
dat deze integraal convergeert a1.s p in ee11 zekere strook de con-
vergentie strook., vg)l. v.d.P<:>l-Bremrr1ers 
Irruners, de functie F x is 11ul voor x 
4 
~.,.. 1 en voldoet aan de Hcil,lar,-
voorwaarde, dus er is een E. > O, zodanit~ dat l:r1 de omgeving van :-,~ =~ i 






2 .14 volgt hieruit dat hier H x ···· 0 
tgh y -2y 
1+e- Y 
·1-2£.-20 y 
en dus volgens 3.1 
.. 
E.. + 6-~· 1-x • Nu 1 s V .. :_; () 1 ·· 
in de omgeving van x = -1, resp. y ra - DO 
F X .= 0 ~ 1+x 3 
tgh 2y y..-v-1 + 2 e , 
l(·Y·= =· 0 
J H x ~- 0 
' 
,f H t r \ b 1 





-1 +2 E -2 I y 
• 
Voor y, .... + oo geldt dus 
. . J' 
3 We kunnen f.. zo k1ezen dat we zowel biJ x~:::.~1 als bij x=-1 deze 
exponent kunnen·gebruiken. 
en VOOl'"t y ➔ - 00 is 
- { - fir'-' r, +~) t' _ ;> ·~ '\ y· • ·.· A E~ \ . .._ t·' - C. ,,.™ fJ -
• 
De intefsraal in 
Re p + 2 ~ + 2 J > O ~:r·1 - Re p + 2 E. - 2 ~ > O., dus a 1 s 
Daar > 0 is., is er {jt1s f~en 
valt althans gedeeltelijk samen met de 
-1 <: Re p I.. 1 .. 
De Laplace-gctransformeerde van 




vgl. bv .. Magnus-Obe1-.hettine?;er. 5 , hier wor<.it de Fourier,.-getra.ns-
formeerde van deze f'unc tie ge :5evten, de Laplace-ge transi~ormeerde is 
daar tjirect uit af) te leiden; oak uit de hieronder af te leiden 
formules 3.5 en 3.8 volf:;t <iit resultaat als speciaal geval • 
De convergentie-strool{ voor deze transform.atie is -1, Re p ~ 1 e11 
-
overlapt dus althans gedeeltelijk die van K p. We mogen dus op 
de integraal in verge1.ijking 3.2 de conv~olutie-regel toepasse11, 
en we krijgen dat in de gemeanschappelijk0 convergentie-strook geldt 
K P·"I ~-64 .. -
.. 
1 + cos 1T 
T cos '2"' p 
= ,_ 
... ,,:1, ..... 




!} d tlS 
• 









d . ·p J 
.-4 a "'"· d e· I..J (. ' l- " de 
gemeenscha.ppelijke convergentie-strook ligt; hieraan is zcker vol-
daan als Max -1,-23 -2 f 1.. p L.. Min ·1,-2 i+2 f. ·, dus bijvoorbeel,4 
0 
door p ,.;-; -2 v • 0 fl 
We berekenen de integraal 3.6 door middel van contour-integra-
tie langs de in fig.2 aangegeven contour C. 
,r 
Daar voor Irn p · ..... ~cos 
.ePY 
' 





::::: - 2 i 
ge ld t, a 1 s M .... , Q(~ 
-
l 
+1 00 +p _.q, 
a 
' 
-1~ +p -4 0 
.. 
' 
tJ e .. 
• 








r1eeft polen i11 
~ t -~ 
~e pun en, ~egeven aoor 
1T p ·¾- cos lr ~ ~ 0, clus in 
f) = + 2 
.. 
mod 4 
Van d~ze punten liggen er twee binnen 
cie cont-c)ur C en wel, daar O l J l.. ½, 
de p11nten 
P•-2+26. 
De residuen zijn daar 
in p -2+2t: 
in p -" - 2 - 2 • • 
-2y+2 o y 
e 







. -2y+2 t y e 
-2y-2 J' y e -
Met de residuen-stelling volgt dus uit 3.7 
-2y -









2 t y _ -2Jy 
e -e 
N .B. Daar de berekening van dt~ integraal ook nog geldt voor~ 
½ volgt uit 3.5 
Verder zien we uit 
en 3 • 8 r11e t ct = -; rl ire c t d E! 1"' o rrr1u 1 e 3 • 4 _ . 
;;.. 
3.8 dat de convergentie-atrook van K p is 
Re p t. 2-2 • Deze overla1Jt dus aan"'3ienlijk de a priori bepaal,., 
lTi t 3 .·s en -3. 1 VO lgt 
en daar uit x 
vinden we 
Htgh 
tgh y volgt y e 
1+x 
I\ 
s rt 2 cl y 
•t - .. ·s 'h -- :✓"-
1 1 -x - '"i +x 
•• 
- .. s rn· ·1r·· l.. .... · ,, -1 +x·••: ½ .. -· I "1 : x ½ 
1-x - -1 +x 
1 2s1ri ir t:.,,-. 
.J .. +t Ji-t _J i+t 





Met 2. 1 ~. vinden we hieruit 
• 
VOQY'l F'1r·. 
,.., . \'\,, 
- 2 s In ri "'~-· • 
I ; .. • 1 . -' 
- - ' i -1 +Y 1 "\f' "\ +~r ·1 ,,_,. ' - \, 




i1vaarmee de oplossing van de integraalvergeJ.itjl<inf:; 2.13. verkre6 en it:i 0 
Het i& duidelijk dat F x voor x = o niet s1ngul1er isj oak al 
wordt de noemer van 3.10 daar nule 
Verder zien we dat de gevonden functie F x inderdaad nul is in 
•• 
::>c = + 1 en aan de Holder voorwaarde ,,o ldc)e t voor -1 ~ x , ·1, want !? ~'\. 
is continu differentieerbaar in het inwendige van dat interval an 
gedraac:,t , · v,1aar"tin ct + · t t.... 1 is in de punte:r·1 
X = + 1 . 
De gevonde11 functie F x uit 3.10. is dus cte eni;~e !'unctie die 
eventueel aan de oorspronkelijke integraalvergelijking 2.1 voldoet. 
\ 
Of hi,j voldoet en zo ja, voor welke waarde van de nog onbeKende con-
stante c uit 2.1 ) zal nag moeten blijken. 
4. Berel{ening van~ z > 
• 
Uit 3.10 en de substituties van het begin van 2. volgt 
-
1 
. eta- 1T ~ 1 +s + o 1 - s - x - +! 1 + t - i 1 + 1 ..,.,. . X -A' -t...--- ~-------:....---
X 
Substitueren we deze functie in 1 .. 1 2 · , re s p • , dan vinden vve 
iz + ½ i 
• 
• 
ic - ½ i c tg 1r I4 Z , 4.3 
• 
waarin 1 
z 1 1 +t 
1' 0 
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In de appendix berekenen we • 
4 coslto'sinn'6-4osin1T'cosul'-2z sin1r· 
.:.,:_:.:....:.....::..::::-=-~:.......:..:::.::.-.::;,..::;:.:;,..;:__.........,._-T 
C ·-a :.."'ff")(" . .. _'t:! t-o . "' u - CO 8 Tr u 
-
1 - t - 'a" 
______ 1+z ____ 1-z ____ @_ 
z s sLn 1r t + t . + 
1\ 
., i! . 
-
z sn1r ct-'6 'A h . . :) 
geldig voor Im z) O; 
b O '" ' ' " '" Oh ' " a • 2 ' '" .,,, "' " "" 2 a ,, " ' ' .,.,, """"'' " • ,, " " • 
COS 1T O - C()S ,r /;' 
- 2 
•<ii 
z+z - 1 .· s 1n 1T t 





t f i - . -1-e \ 1 +z 1-z ' 
• 




zsn,r t- 4 
geldig voor Im z o. 
We verifieren hieruit onmiddellijk dat op 
Re 
1 • 10 
+ 
X 1 =A 1 X in overeenstent1111ng n1et 
en 1.11 ., en clus met 1 . 3 • 
Verder geldt 
Re 
• cos 1T o' 
:; .. 
., ., .,.. 1 ,::Su 1• "!OJ e an = • :tf. 
'- s 1.n ,,.. ~ 
2 -1 
- • I '1 
ctg,r~ Sir1-rro -2 t COS-n t -X COST 0 
O O > • ' ' - "- r . ,- o " 0 > o , 0 .0 • "-'O 0>_,00-,P.4 • u•2,o > •H> ,00 .. 0 "" > <• 0 ... > • .,,,. > >00, 5-• -• --i 1-0 -ltd-• _, I -LAI -Al -• -· I -Fl -I I I-tit 




s n ,r a-
·1 - c' + o 1 - t + 6 




X 'Oji; I 1' T tlllr . 
4ct 8 sin,r ~ cosT t - o cosir ain1f o 
----
cos 1T a" - cos it 8' 
1-cosir &'+~ 
s n ,r . -+, -
, +i + , ~ . 1 _ s - i 1 +x .· . , -x ,_.,. __ 
--· ... -... ~-·-· - .. ··-- ------x 







We moeten nu verifieren of bij geschikte keuze van c aan de be-
trekking · 1.4 voldaan is. 
In verband met 
\ 
•1 A 11 0 _ en 1 • '11 lu 1d t cieze be trekkirlf; 
.. 
:~n daar uit de re la ties uit riet ·begin vari 2. 11,'0lf;t 
"- 2 
wt • 
sin 1T '( 
cos 1r & 
kunnen we h1er na deling door 2 voor schr1jven 
C sin 1T (. A 2 






• cos ,r &' 
Substituer12n we in het rechterl1d hiervan ·. 4.1., •· 4.4 ·. en 4.5 
dan blijkt na enig rel<enen dat inde1~da.ati alle niet constante ter·men 
wegvallen en dat 
. f\ v - .'\ 2 , co s ,r 6 s in ,r t - a s i r'.I. '"f1 · o cos Tf t 
C . " -------e------,.--------~-----
8 ~ .. n 1T f cos ir 't +cos ,r <.t . + 
4 ctg ir J' 
-
t sinir&- cosir o - tcos,r 6 s1nir/ 
. . 
• 
I I •. 
·4 .. u · 
' ·f\ cos ,r 6 - cos "'tf a 
Hiermee is cius tevt~ns aant~etoor1ci, dat voor cleze waarde van c <ie 
integraal-vergelijking 2. ·1 een oplossing 'heeft e11 wel de functie 
F·X.· uit 3.10 . 
Voor de functies 
i'-1aarde van c 
iz+i 
en ..1. 2 z 
Ct ,.,.. -n"" 0 ., • 
vinden we tenslotte met deze 
+ 
• ~---------------, 
cos~it( -C<)S ,,.j 
-
- lf i:l+1., .. 1+i+1~. _ .1-l-t 
e \ .· .. · 1 +z ,·~--· 1-~ 1.-. __ _ + 
2 ..,, . 4 sin 1T 
~ 
1 +d - · .. 
-1 . 
+.. z+z . cos 'lf .· _,__ __ ...,,.. ____ + +ooa ·,r r cos 1f. i +cos ,r · .. ·.·. 
,. 
. ~ z s,1..n,r .. +· ... 
·.: 








5. Bijzondere gevallen~ 
We beschouwen nog enige bijzondere waarden van de parameters 1 1 
en • 
A. Zij I :r 1 
Dan geldt volgens het begin van 2. a 0, b tg 11 o, 
• 
COS 7T 6 l "'·'"· 2 ~ dus !. = 1 
Uit 4.7 en 4.8 vinden we dan na enig rekenen 
lfi 4 2 
-.. l 
-· 1+ 2 z - e 
,,,,. .,, 
en 2 z vormen dus samen een functie, 
is ook geheel in overeenstemming met de 
en 1 . 4 . 
• 
die continu is op 
overgangsvoorwaar-
Natuurlijk kan deze functie, die we _z kunnen noemen,op_een 
eenvoudiger wijze bepaald worden. Immers z 
eenwaardige analytische functie, waarvoor op 
Re z = O, terwijl voor grote z z = iz+ 
dat w = -i - · z 
Im w "'J' O, zodanig dat de omgeving van z ... e>a identiek wordt a:fgebeeld 
op die van w = • 
B. 






t I 2 
, cos 1Te, ➔ --:== , dus 
f\ In 4.7 kunnen we niet zonder meer d ~- substitueren., het bli(j!·~t 
"' 
echter dat de vorm tussen vierkante haken een eindige limiet heeft 









' 1.2 • 
lim 
-·~ 0 1 
int 2 --11 i o "i o 1 +2 o 1 - 2 o 
_e __ -_z __ e __ -e __ 1+z~ ___ 1_-_z_,_ __ _ 
z s ...... n .r 0 
1 
........ arc ct g 
,r 
0 {. 1 < 2 • 
4 .10 
Ook deze resul ta ten .z ijn 
uit 1.3 · en 1 .4 · ontstaat, 
in overeenstemming met wat in dit geval 
Re ,. . 0, 1 Re 
4 ·oat uit 4.9 volgt dat-
daar voor Im z /' O geldt -1 
1 
2 - I 2 Im 
iz+ 0 
'z z . _. . ·. .~ I -+- ' 
2 .. ,. - 1 2 X • 
z-1 is eenvoudig in te .. zien, 
" 
- 1i l 
• 
- 19 -
Omgekeerd kunnen ui t deze randvoorwa.arden., samen met 1 .1 en 1 .2 :; 
de resultaten 4.10 en 4.11 weer direct gevonden worden. Voor 
afbeelding van G2 op een half vlak herleiden tot de~oplossing vanff~n 

























·1 -t - 0 
-
.. 
!\ ' 1+( - 4 
(·:t t .. 
A . ' 
1.' + . J+_,-1 + t . ·1 -·t :,ffe 
---'--------------------- ·--•--.(.,.,; 
t 
We kunr1en deze::~ ir1tef,;ra].E~n allt:: ber~ke11i:~n c:ioor middel vim contc~)t.,lr~-
inte.gratie .. 
Voor cle be re l{e1·1 in-1·1, 
.. ,_,, 
-v" an j_ 1 x ., s . 
ij 
1 V 
beschouwen we eerst de integraal 
l . 
-·•i· + ~ :L ... 
~i 
z , s -·· 
1 + t . - ~£:, - 0 1 - t ,c:__ ,.. 
Tf 
complex zijn, doch niet 
Uit de formule 1 .9) 
-1 X L. '1 rre l· 1d· t (:,) . 
+ J 1 x,s·+ 
Ter 
::•~ 
.., - C 
gE~norrie n l anfsS de 
l,~ev(~n contou1,,. C 
- , . 
-J 1 ··x,s 
ri1e t moci ll l t.1s g1"0 te r d an ·1 • 
van Plemelj volgt dan direct dat 
beschouwen we ·cte integraal 
1-ws 
• 
Als de straal van de kleine 
c i 1~ke 1 s on1 -+· ·1 
geldt 
t ~~ nul 11adE~rt· d·Ar~ U -~ - · . ·~ - ~ · .. ~ "' , r;4i, - 1 ____ ..,,,_ 
1 
•· Ti • -e;t:. + y 
.... ·• e 2 i. . "ff J 
. ti . 1 
\,. 0 () l'."' 
Z 8. , . . 
. 
Jl1#1d ~ r. · 7 ·1· j• d. • .Cl! 
. .,., -· ·« 0 is, daar de integrand in con t<)t,11~ a11ti-
. ,, · ,.,. · ~ · · resiciuen-stellir1~~ gelijl< 
res1duen in de polen van de integraz·1<.l 
lytisch en eenwaar1dig is, 
aan 2 lf 1 rnaa l de son& van c1e 
plus het residu in oneindig 
1 eate lde van de coef1"t1c ·tent 
·.· .. da.t S' .. ·.·.ede:.fix1ieerd is ala het te~;1'•&r1-
, ~-~~ -... • I 11* I t:: 10 J$ IJ.m Jfii{jq:;; .• _; 
-
1 1 ,,,~ t· t t · ·1· kk·• ·1· ·in g·• V' ""1 li'1 v'a11 w : r1 ue ·.· .eur·eri --on ··w: .. ,· ,~ ....... •. •.·• ·. t~,. 
' ' . . . 
de integrand om ,, = Cl() • 
• • 
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We ,,inder1 dus 
-2 eindig is nul, daar de integrand zich hier gedraagt als w 
· 1+8 
l y 
.. -,_:r .. Ci 
• · 1-s 
- ---1-zs 
~--:,, 0 ,j .,..1 +· L..i . C V 
in or1-
1 
- ' .._ - o _.i) + a 





En met A.1 volgt hieruit 
1 
1 '6 ,, t ! / + 
f ' -""7,5 - I 1 -"3 . 1 +s ~·~ 1 - S C X · 1+X 
cos '1T 0 . 1 . ~-· ---sx - sin 1t . 
---. 1-sx 
sc houwen nl1 1 
-1 
Zij 2 . -•11 II I 
C 
1 +t 
_J. - 0 
. ~ 1 -t 
'I"'? 
. - ,t_, 
-~!- - 4 2 VJ-1 l 0 -":'-+ ' 2 
------w-z 
...... - 2_· v i ~os .,,.. 1101.. ,..,... \4 
De integrand hE: ~ 1··t ee1-1 1:>o<,) 1 i11 \Al -· z en gedraagt z 1c h op o<> al .. ::; 
-1 
-w + •.. , dus volgens de residuenstelling geldt 
2 2 1f i z+1 
.i ! 







- COS lT 0 
-~\+" 1-x ifl/; c-x • . A· ~z . . . .,,) .·. 
• 
. Daar · · ··•·· !'.::t ,. ·,r., •-· °"', ff• •· o:"'I 1✓ C)O l" Z = 0 besct1ouwer1 
voo1'"1, de berekening var1 IA z) 
·1 ..) 
1 
1f - -z 
dt, 
-1 
iiaarin z noch reeel tussen -1 en +1 zijn. 
Met 1 .9. volgt f1iert1it 
I·• _· z-,. .._ l =·• ~~' 3 . J + 
- 3 
wa.arbij de 11m1eten natuurli,~jk voo1~ 
., · .. ti- .. ·W-Z 
z,o,-f 
..-. O + 1 o bedoeld zijn. 
llff.•l'W 
. ~ ' 
. 1·· ' . 1 -. . . 
' ' . ~ ' I · · r 
. 9\- ~ ,! ,~ 
4' .I 
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Dat1 geld t 1-~ - o 
.. 2 ,r 1 s ~ln n o + o) 
• 
D1:::; J)O l,en v"an de 
integrand zich als 
integrand zijn w: 
$1 + · 2 8 +2 t + + z 
f~n w - ~!, op .D() gedraagt 
"'~-
3 2 ,r 1 
-1 




'7 0 ~ 
'--' , , \J -
-
cos 1T o + 1 • 








2 f + 2 
• 
• 
1 /· V 
·. I - - I 
\ y 1- o- a 





. . . 
I z 3 
4 cosit sinit ·t -2s1r1n 26c<)sirt +zcos1r/-z- 1cos1tt~\ 
_________ _..;;.___ --------------- + 
"ff" y' "T1"' ~ CQS II Q - COS \I 0 
·1+ +6' 1-k-( 1+z 1-z· 
- ______ ._; ..... ---~-
z s.n,r 




Voo1") de berel<ening van r 4 z beschouwen we tenslotte 
·1 
1 , ihlil 
1 
• 1+t 
~ 1+0+. 1 t ",t' 
. ·1 1~. _,_ a ·1· t'· 
• - v ~ .· 





"' z,o.,o + 
1-2 
1-wz 
2 1T 1 S irl T 1; +c{ . 
-
, waar,uit met 
•I":'}' a 
,u, .·,-
1 .9 ·volgt 
-
' 






-1 .. de integrand zijn w = z , w • z en w • ; op°"' 
1 ~ .· -1 
zich als 2+z+z-•'+2 .+4•+J.J, ·W + ••• 
ft • 
.f > ", ' 
• .; & I ; 
\, l'1. • '·-" 
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Er geldt dus na enige vereenvoudigingen 















+ J4 z,o, -+ J4 z,o., .· - 1 s ...... n,r 
• 
+ z z 
z in het onderste halve vlak ligt, dan is 
A.6 vinden we dan 
+ -e 
-8 sin1T J' cos n .+8a'cos11 sin1t¥ 
cos~,r 'i - cos n- S 









z-1= 1-z e • 
cosir )( +cos1Tt + 
. 11' 7 rt • . 
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